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Precyzyjne testy Modelu Standardowego
i jego rozszerzeń

Janusz Gluza, Uniwersytet Śla̧ski w Katowicach

XLIX Zjazd Fizyków i Fizyczek Polskich

9.09.2025, Katowice
’Precise measurements of known particles and interactions

are just as important as finding new particles’

– Fabiola Gianotti

https://us.edu.pl/instytut/ifiz/Precyzyjne obliczenia i eksperymenty w fizyce cz\unhbox \voidb@x \setbox \z@ \hbox {a}{\lineskiplimit -\maxdimen \unhbox \voidb@x \vtop {\baselineskip \z@skip \lineskip .25ex\everycr {}\tabskip \z@skip \halign {##\crcr \unhbox \z@ \crcr \hskip \hideskip \char 24\hskip \hideskip \crcr }}}{}stek elementarnych
https://us.edu.pl/instytut/ifiz/Precyzyjne obliczenia i eksperymenty w fizyce cz\unhbox \voidb@x \setbox \z@ \hbox {a}{\lineskiplimit -\maxdimen \unhbox \voidb@x \vtop {\baselineskip \z@skip \lineskip .25ex\everycr {}\tabskip \z@skip \halign {##\crcr \unhbox \z@ \crcr \hskip \hideskip \char 24\hskip \hideskip \crcr }}}{}stek elementarnych
https://indico.if.us.edu.pl/event/20/
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MS potwierdzony, dwa punkty widzenia

�

A. Blondel, Epiphany 2021plot by Kanemura

Precyzyjne przewidywania SM stanowia podstawe do konfrontacji z
każdym, szczególnie ma lym niestandardowym efektem, który
poszukujemy!
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PRECYZJA
Model Standardowy

”Whoever has only a hammer will see nothing but nails.”

Serial dokumentalny BBC, Precision: The Measure of All Things

https://www.dailymotion.com/video/x612oj6
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Sta le fizyczne, PDG2025 (Particle Data Group)

https://pdg.lbl.gov/2025/reviews/rpp2024-rev-phys-constants.pdf

https://pdg.lbl.gov/2025/reviews/rpp2024-rev-phys-constants.pdf
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Postȩpy Fizyki, https://jgluza.us.edu.pl/kg.pdf

https://jgluza.us.edu.pl/kg.pdf
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Najwiȩksza rewolucja w pomiarach od czasu rewolucji francuskiej:

nowa definicja jednostki masy
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Definicje jednostki masy

I Nowa definicja, 2019:
”Kilogram, oznaczenie kg, jest to jednostka masy w uk ladzie SI. Jest
ona zdefiniowana poprzez przyjȩcie ustalonej wartości liczbowej
sta lej Plancka h, wynosza̧cej 6.62607015 · 10−34, wyrażonej w
jednostce J · s, która jest równa kg ·m2 · s−1, przy czym metr i
sekunda zdefiniowane sa̧ za pomoca̧ c i fCs.”

I Czyli mamy zwia̧zek:

kg ↔ h,m(c), s(fCs)

.
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Balans Watta: idea (Postȩpy fizyki, 2007)

I1 = const

Fz

Czȩść statyczna eksperymentu

vz

I1 = const

Czȩść dynamiczna eksperymentu

mg = −I2
dφ
dz

U = −dφ
dt = −dφ

dz
dz
dt

balans
balansm

I2
Uinduk.

cewka A

Balans równoważy cewkȩ A

mgv = Uinduk.I2

U, I - kwantowe efekty (pra̧d tunelowy - sta la Josphsona ∝ e/h ,
oporność - sta la von Klitzinga ∝ h/e.
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How We’re Redefining the kg

Filmik z NIST. https://www.youtube.com/watch?v=Oo0jm1PPRuo

specjalny budynek ....

https://www.youtube.com/watch?v=Oo0jm1PPRuo
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Dok ladność wyznaczenia jednostek

Uk lad SI (od 1790) definiuje 7 podstawowych jednostek fizycznych

Wielkość Jednostka wzglȩdna dok ladność
D lugość m 1× 10−12

Masa kg 1× 10−8

Czas s 3× 10−15

Pra̧d A 4× 10−8

Temperatura K 3× 10−7

Świetlność kandela 1× 10−4

Miara substancji mol 8× 10−8

Dok ladność: b la̧d sekundy raz na 20 mln lat - ważne np. w GPS, komórki, internet.

https://www.nature.com/articles/s41586-021-03253-4 - ”Frequency ratio measurements at
18-digit accuracy using an optical clock network” - Nature, 2021

https://www.nature.com/articles/s41586-021-03253-4
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Sta la struktury subtelnej - αQED - nowy wynik (2020)

Uwaga: (i) nowy wynik już odchylenie od SM w kierunku jak dla
(g − 2)µ, (ii) duża rozbieżność z Cs (∼ 5.4σ).

Guellati-Khélifa poprawia la eksperyment 22 lata1

https://www.nature.com/articles/s41586-020-2964-7 [02 December 2020]

R∞ =
α2mec

4π~
−→ α2 =

R∞
c
× h

me
−→ h

me
=

u

me

MX

u

h

MX

1Jaki najd luższy eksperyment w historii?

https://www.nature.com/articles/s41586-020-2964-7
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Fizyka wysokich energii zmienia obraz, αQED(s), polaryzacja próżni

A

A: αQED(0) ' 1/137B

B: αQED(M2
Z) ' 1/128

F. Jegerlehner, http://dx.doi.org/10.23731/CYRM-2020-003.9

Efektywna α(s) w funkcji fotonowej polaryzacji próżni ∆α(s)

α(s) =
α

1−∆α(s)
∆α(s) = ∆αlep(s) + ∆αhad + ∆αtop(s) .

http://dx.doi.org/10.23731/CYRM-2020-003.9


Janusz Gluza

Fizyka cza̧stek elementarnych

https://pdg.lbl.gov/2025/reviews/rpp2024-rev-phys-constants.pdf

https://pdg.lbl.gov/2025/reviews/rpp2024-rev-phys-constants.pdf
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Precyzja, fizyka cza̧stek

I (i) odkrycie mionu, J/Ψ
(ii) (g − 2)e, (g − 2)µ
(iii) V-A, parzystość;

I (i) τ± (tau lepton);
(ii) Tevatron - odkrycie kwarku top;
(iii) H0 (skalarny boson (Higgs-Englert...)

ważne SM poprawki kwantowe! LEP, SLAC, LHC

M. Veltman (1977) ρ-parametr ∼ m2
t , ln(m2

H);
−→ Acta Physica Polonica B

I Neutrina (masy, mieszania, CP faza(y);
Super-K, Hyper-K, T2K, NOvA, Antares, KM3NeT, Juno, Dune,

SNO+, Daya Bay, Double Chooz, RENO, ...

EKSPERYMENT → TEORIA

TEORIA → EKSPERYMENT

Przysz le zderzacze; TEORIA ↔ EKSPERYMENT

https://catalogue.library.cern/literature/z0s4b-kz104
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Precyzja, 4th FCC Physics and Experiments Workshop
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Precyzyjne obliczenia, Katowice

particles.us.edu.pl/czastki.us.edu.pl

https://czastki.us.edu.pl
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Generatory MC, teoria (rezonans bozonu Z), perturbacyjne poprawki kwantowe

US

IFJ, UJ

Wspó lpraca Kraków - Katowice, 2024-2029, grant NCN
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Motywacja do precyzjnych badań: fabryki elektros labych Z, W, H, t i zapachów

 [GeV]s
100 150 200 250 300 350 400

]
-1 s

-2
 c

m
34

Lu
m

in
os

ity
 [1

0

1

10

210

FCC-ee (2 IPs)
FCC-ee (4 IPs)
ILC (TDR, upgrades)
CLIC (CDR, upgrade)
CEPC

Z (88-94 GeV)
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 (365 GeV)tt
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(380 GeV)

https://arxiv.org/abs/2203.06520 (z podsumowania aktywności US Snowmass)

Phase Run duration Center-of-mass Integrated Event
(years) Energies Luminosity Statistics

( GeV ) (ab−1)

FCC-ee-Z 4 88-94 150 5 · 1012 Z decays

FCC-ee-W 2 157-163 10 108 WW events

FCC-ee-H 3 240 5 106 ZH events
25k WW→ H

FCC-ee-tt 5 340-365 0.2 ÷1.5 106 tt̄ even ts
200k ZH

50k WW→ H

FCC-hh, optymalne dla 84 TeV pdf (referat ML Mangano)

https://arxiv.org/abs/2203.06520
https://indico.cern.ch/event/1439509/contributions/6286811/attachments/2997240/5280829/MLM_FCChh.pdf
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Compositeness - badanie podstruktur cza̧stek elementarnych

Matthew Philip Mccullough, Oxford 2019,

https://indico.cern.ch/event/783429/contributions/3305140/attachments/1829729/2996092/CEPC.pdf

https://indico.cern.ch/event/783429/contributions/3305140/attachments/1829729/2996092/CEPC.pdf
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ESPPU w Wenecji, Czerwiec 2025

Referat ”National Inputs” Calina Alexa, https://agenda.infn.it/event/44943/

https://agenda.infn.it/event/44943/overview
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Horizon Europe 2028-2034

16 July 2025, Commission President Ursula von der Leyen presented the

Commission’s proposal for the next Multiannual Financial Framework (MFF)

2028–34 and the European Competitiveness Fund (ECF), link - pdf

?

https://commission.europa.eu/document/download/a0ecf3f6-a964-4e00-9cb3-4be28833b386_enfilename=MFF_HORIZON%20EUROPE_v9.pdf
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Jakiej precyzji oczekujemy na poziomie Tera-Z w
FCC-ee?

−→ 1012 rozpadów bozonu Z w rezonansie e+e−?

=⇒ 1-2 rzȩdy wielkości poprawa w wyznaczeniu mierzonych obserwabli!
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Aby doj́sć do eksperymentalnej precyzji, musimy poprawić obliczenia!

-
0.5→ 0.4

Piȩć lat!
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Slajd: Kajita, Neutrino’2022, https://www.youtube.com/watch?v=9LheUWrXUHU

Niestandardowe efekty neutrin możemy też bardzo  ladnie badać
poprzez precyzjne pomiary i obliczenia w FCC-ee.

https://www.youtube.com/watch?v=9LheUWrXUHU
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Patrick Janot, Cracow Epiphany, January 2024

Nν QED deconvolution

● The Z lineshape determination

○ Measure hadronic and leptonic cross sections (σ
had
and σ

ℓℓ
) as a function of E

cm
(√s)

● The peak cross section σ0 is very sensitive to N
ν

○ The smaller the peak cross section, the larger the number of light neutrino active species

Reminder: Measuring N
ν
at LEP

Fit to a Breit-Wigner shape

folded with QED ISR effects

Get m
Z
, 

Z
and σ0

Get also R0
ℓ
= σ0

had
/σ0

ℓℓ

Staszek

Phys. Rep. 427 (2006) 257

4

KKMC, BHLUMI
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Patrick Janot, Epiphany 2024

● What was done in practice to extract N

:

○ Total Z decay width :

○ Divide by 
ℓℓ
: 

Z
/ 

ℓℓ
= 3 + 


+ R0

ℓ
+ N


(


/ 

ℓℓ
)

■ 

is a small phase-space correction due to the finite  mass

■ (

/ 

ℓℓ
) rather immune to SM parameters (m

top
, m

H
, …) : taken from SM

■ 
Z
/ 

ℓℓ
taken from Breit-Wigner peak expression

○ Solve for N

:

Reminder: Measuring N
ν
at LEP

≈ −2.263.10-3

Measured

Measured

SM prediction:

= 1.99125 ± 0.00083 in 2005

= 1.99060 ± 0.00021 in 2019
Dubovik, Freitas, Gluza, Riemann,Usovitch

Phys. Lett. B 783 (2018) 86 Phys. Rep. 427 (2006) 257
5

- BHLUMI



Janusz Gluza

Patrick Janot, Epiphany 2024

Light fermion pair production
Four-fermion final state (with at least one e+e− pair) may pass the event selection

Positive correction Negative correction 

Dominant

Virtual correction at the same order 
(interference with tree-level graph)

Delicate cancelation w/o cuts, but negative correction when selection cuts are included
(smaller momentum and larger acoplanarity angle for the e+e− pair in the four-fermion final state) 

J. Gluza et al,  arXiv:0807.4691
Phys. Rev. D 78 (2008) 085019

Specific four fermion 
MC generators

19

�
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Patrick Janot, Epiphany 2024

Our result made its way to the Hall of Fame in 2023

See https://pdglive.lbl.gov/
● Number of neutrino types

● Z properties (under Gauge and Higgs bosons)

33

(already in the PDG in 2020)

Nν = 2.9963± 0.0074 - ”wirtualny” ślad ”nowej fizyki”!
Świetny przyk lad po la̧czenia teorii (nasze obliczenia NNLO plus
BHLUMI) i eksperymentalna analiza danych.
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Flagowy przyk lad precyzyjnej fizyki w fizyce wysokich energii e+e−:

wierzcho lek Zff̄ i poprawki elektros labe

e+

e−

f+

f−

Z

W Z H

W Z HW

1986

1993-2014

2016-2019

I. Dubovyk, A. Freitas, JG, T. Riemann, J. Usovitsch,
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2016.09.012
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2018.06.037
https://doi.org/10.1007/JHEP08(2019)113

https://doi.org/10.1016/j.physletb.2016.09.012
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2018.06.037
https://doi.org/10.1007/JHEP08(2019)113
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p1

[k1 + p1,MW]

[k1,MW]

-p1

[k1 - k2,0]

[k2,0]

[k1 - k3,0]

[k3,0]

[k2 - k3,0]

p1

[k1,0]

[k1 + p1,0]
-p1

[k2 + p1,MW]

[k2,MW]

[k3,0]

[k1 - k3,0]

[k1 - k2,0]

[k2 - k3,0]

1-dim 4-dim
−18.779406962− 6.390785027i −22.5213 + 4.74442i± (0.001 + 0.001i)

I = −
1

(−s)1+3ε

∫ +i∞

−i∞

4∏
i=1

dzi

−M2
W

s

z3 Γ(−ε − z1)Γ(−z1)Γ(1 + 2ε + z1)

Γ(1 − 2ε)Γ(1 − 3ε − z1)

×
Γ(−2ε − z12)Γ(1 − ε + z2)Γ(1 + z12)Γ(1 + ε + z12)Γ(1 + 3ε + z3)Γ(1 − ε − z4)

Γ(1 − z2)Γ(2 + ε + z12)
...

@
@
@
@
@R

-

+ równania różniczkowe, numeryczne metody, ...
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Reprezentacje Mellin-Barnesa w HEP - metoda

I ”Om definita integraler”, R. H. Mellin, Acta Soc. Sci. Fenn. 20(7), 1 (1895),
”The theory of the gamma function”, E. W. Barnes Messenger Math. 29(2), 64 (1900).

matematyka −→ 1

(A+B)λ
=

1

Γ(λ)

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dzΓ(λ+ z)Γ(−z) Bz

Aλ+z

fizyka −→ 1

(p2 −m2)a
=

1

Γ(a)

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dzΓ(a+ z)Γ(−z) (m2)z

(p2)a+z

Rekurencja =⇒ wielowymiarowe zespolone ca lki.

1

(A1 + . . .+An)λ
=

1

Γ(λ)

1

(2πi)n−1

∫ i∞

−i∞
dz1 . . . dzn−1

×
n−1∏
i=1

Azii A
−λ−z1−...−zn−1
n

n−1∏
i=1

Γ(−zi) Γ(λ+ z1 + . . .+ zn−1)
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Analityczne i numeryczne obliczanie ca lek Mellin-Barnesa

https://arxiv.org/abs/2211.13733
https://doi.org/10.1007/978-3-031-14272-7



Janusz Gluza

Fizyka zderzaczy ... magia świata matematyki

S
ym
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ol
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zn
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n
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m
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ia

:
W

ie
lk

ie
w

yz
w

an
ia

n
a

d
ek

ad
y!

T = 2π

√
l

g
× 2F1

[
1

2
,

1

2
; 1; sin2 θ

]
Rozwiazania analityczne dla masywnych ca lek wielopetlowych, opisujacych
procesy/rozpady rozpraszania, wykraczaja poza funkcje eliptyczne – jak daleko?

”Epsilon-factorized form” of banana
4-loop integrals → fast evaluations
to nearly arbitrary precision.
‘Taming Calabi-Yau Feynman Integrals:

The Four-Loop Equal-Mass Banana Inte-

gral’, S. Pögel, X. Wang, S. Weinzierl,

Phys.Rev.Lett. 130 (2023)

https://inspirehep.net/literature/2178113
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Trzy wioda̧ce metody obliczeń (analityczne oraz numeryczne)
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Analityczne rozwia̧zania, przyk lad rozpraszanie Bhabhy e+e− → e+e−

G(X) =
1(

iπd/2
)L ∫ ddk1 . . . d

dkL X

(q2
1 −m2

1)ν1 . . . (q2
j −m2

j )
νj (q2

N −m2
N )νN

,

SE1

SE4SE3

SE2

SE5

V1

V3

V4

V5

V2



Janusz Gluza

Rozpraszanie Bhabhy e+e− → e+e−
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Harmoniczne polilogarytmy

H(0;x) = lnx ,

H(1;x) =

∫ x

0

dx′

1− x′ = − ln(1− x) ,

H(−1;x) =

∫ x

0

dx′

1 + x′
= ln(1 + x)

H(~0w;x) =
1

w!
lnw x

H(~mw;x) =

∫ x

0

dx′ f(a;x′) (~mw−1;x′)

Proces Bhabhy, prosty alfabet i litery (tylko 3):

f(0, x) =
1

x
, f(1, x) =

1

1− x, f(−1, x) =
1

1 + x
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Harmoniczne polilogarytmy

H(0;x) = lnx ,H(0, 0;x) =

∫
H[0, x]

x
dx =

1

2!
ln2 x, ...

H(1;x) =

∫ x

0

dx′

1− x′ = − ln(1− x) ,

H(−1;x) =

∫ x

0

dx′

1 + x′
= ln(1 + x)

H(0, 1;x) =

∫ x

0

dx′

x′
H(1;x′) = −

∫ x

0

dx′

x′
ln(1− x′) ,

H(0, 1;x) = 2(x) ,

H(1, 0;x) =

∫ x

0

dx′

1− x′H(0;x′) =

∫ x

0

dx′

1− x′ lnx′



Janusz Gluza

Algebra, relacje, nowe funkcje

H(1, 0;x) =

∫ x

0

dx′

1− x′H(0;x′) =

∫ x

0

dx′

1− x′ lnx′ ,

H(1, 0;x) = − lnx ln(1− x) +2 (x)

H(1, 0;x) = H(0, x)H(1, x)−H(0, 1;x)

H(~a, x)H(~b, x) =
∑
~c=~a+~b

H(~c, x)

H(m1, ...,mq, x) = H(m1, x)H(m2, ...,mq, x)

−H(m1,m2, x)H(m3, ...,mq, x)

+...+ (−1)q+1H(mq, ...,m1, x)
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Obecnie (ukierunkowane na LHC)
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Rodzaje diagramów

Mamy wiȩc ciekawe topologicznie struktury diagramów Feynmana i
odpowiadajace im ca lki, np. sunrise (sunset), mercedes, crown, neckles,
ladder, ...,

W przypadku analitycznych rozwiazań mamy wielo-literowe alfabety do
znajdywania matematycznych funkcji im odpowiadajacych.
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I numerycznie: Wielopȩtlowe obliczenia, rozbieżności, renormalizacja ...
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Zamiast podsumowania

Albert Michelson (1894):
"It seems probable that most of the grand underlying

principles have been firmly established (...) the future

truths of physical science are to be looked for in the

sixth place of decimals"

Q: Dear Albert: What about special and general relativity, and quantum

mechanics, particle physics, ...?
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Dziȩkujȩ za uwagȩ.
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Dodatkowe slajdy
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Elektromagnetyzm: atomy, chemia, biologia

F = k
qQ

r2
≡ 1

4πε0

qQ

r2
→ α ≡ φe

mc2
=

e2

4πε0L

mc2
=

e2

4πε0~c
, L =

~
mc

Sta la struktury subtelnej α wynosi liczbowo oko lo 1/137 [137.035999206(11)]

Czy 1/136 lub 1/138 robi różnicȩ?
Procentowe zmiany w wartości α implikuja czerwone lub niebieskie gwiazdy

(”Gravitation”, Misner, Thorne, Wheeler)
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F. Zimmermann, 11th FCC-ee Workshop, CERN, January 2019

https://indico.cern.ch/event/766859

https://indico.cern.ch/event/766859
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J. Wenniger, LEP Fest 2000, https://indico.cern.ch/event/408341/

10.10.2000 J.Wenninger - LEP fest 8

Moonrise over LEP

Fall of 1992 : The historic tide experiment  !

The total strain is 4 x 10-8  (ΔC =  1 mm)

Daytime

B
ea

m
 E

ne
rg

y 
(M

eV
)

Nov. 11th 1992

46465

46470

46475

22:00 2:00 6:00 10:00 14:00 18:00 22:00 2:00

Tide prediction

https://indico.cern.ch/event/408341/
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Aby doj́sć do eksperymentalnej precyzji, musimy poprawić obliczenia!

δΓZ
ΓZ

=
.025

2495
' 10−5!
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A
.

B
lo

n
d

el
,

P
.

Ja
n

ot
,

21
06

.1
38

85

Doskona ly
pomiar energii śro

dka masy

poprzez rezonansowa̧ depolaryzacjȩ
wia̧zek pilo

tuja̧cych

https://arxiv.org/abs/2106.13885
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PRECISION

LHC and HL-LHC
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HL-LHC aims at percent precision

”Standard Model Theory, Jonas M. Lindert, EPS 2021,

https://indico.desy.de/event/28202

https://indico.desy.de/event/28202
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Od 2012 roku: sta ly wzrost precyzji, szeroka gama procesów

ATLAS 2020: https://cds.cern.ch/record/2725733
CMS 2020: http://cds.cern.ch/record/2730058

https://cds.cern.ch/record/2725733
http://cds.cern.ch/record/2730058
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Workshop: Precision calculations for future e+e− colliders: targets and tools,

CERN 2022, talk by V. Sotnikov

Still not automated, systematic, even at 2nd order, though the progress in methods and tools impressive

https://indico.cern.ch/event/1140580/
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just one example



Janusz Gluza

 Lamanie symetrii i kszta lt potencja lu

Φ ≡ ΦSM =

(
φ+

φ0

)
V = −µ2Φ†Φ + λ(Φ†Φ)2 ⇔ y = ax+ bx2, y ≡ V, x ≡ Φ†Φ

Vmin = v/
√

2, v =
√
µ2/λ ' 250 GeV



Janusz Gluza

 Lamanie symetrii i kszta lt potencja lu, konsekwencje

?

1012 GeV

niestandardowa
fizyka

toptopH
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Jorgen D’Hondt, ”Strategies and plans for particle physics in Europe”,

Epiphany 2021, https://indico.cern.ch/event/934666

https://indico.cern.ch/event/934666
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Jorgen D’Hondt, ”Strategies and plans for particle physics in Europe”,

Epiphany 2021, https://indico.cern.ch/event/934666
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Czy pomiar α ma wp lyw na niestandardowe modele (BSM)?

Podstruktura: m∗, rozmiar L = ~/(m∗c) −→ dodatkowa modyfikacja
rzȩdu δae ' me/m

∗

sta̧d wykluczone:

m∗ < 520 GeV ≡ L > 2× 10−18/4× 10−19 m

Eksperyment ma polepszyć dok ladność δae o rza̧d w nastȩpnych latach,
bȩdzie na poziomie czu lości (g − 2)µ.
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Ograniczenia

U wielomian dla nieplanarnego 3-pȩtlowego pude lka (64 cz lony)

x[1] x[2] x[4] + x[1] x[3] x[4] + x[2] x[3] x[4] + x[1] x[2] x[5] +
x[1] x[3] x[5] + x[2] x[3] x[5] + x[1] x[4] x[5] + x[2] x[4] x[5] +
x[2] x[4] x[6] + x[3] x[4] x[6] + x[2] x[5] x[6] + x[3] x[5] x[6] +
x[4] x[5] x[6] + x[2] x[4] x[7] + x[3] x[4] x[7] + x[2] x[5] x[7] +
x[3] x[5] x[7] + x[4] x[5] x[7] + x[1] x[2] x[8] + x[1] x[3] x[8] +
x[2] x[3] x[8] + x[1] x[4] x[8] + x[2] x[4] x[8] + x[2] x[6] x[8] +
x[3] x[6] x[8] + x[4] x[6] x[8] + x[2] x[7] x[8] + x[3] x[7] x[8] +
x[4] x[7] x[8] + x[1] x[2] x[9] + x[1] x[3] x[9] + x[2] x[3] x[9] +
x[2] x[4] x[9] + x[3] x[4] x[9] + x[1] x[5] x[9] + x[3] x[5] x[9] +
x[4] x[5] x[9] + x[2] x[6] x[9] + x[3] x[6] x[9] + x[5] x[6] x[9] +
x[2] x[7] x[9] + x[3] x[7] x[9] + x[5] x[7] x[9] + x[1] x[8] x[9] +
x[3] x[8] x[9] + x[4] x[8] x[9] + x[6] x[8] x[9] + x[7] x[8] x[9] +
x[1] x[2] x[10] + x[1] x[3] x[10] + x[2] x[3] x[10] +
x[1] x[4] x[10] + x[2] x[4] x[10] + x[2] x[6] x[10] +
x[3] x[6] x[10] + x[4] x[6] x[10] + x[2] x[7] x[10] +
x[3] x[7] x[10] + x[4] x[7] x[10] + x[1] x[9] x[10] +
x[3] x[9] x[10] + x[4] x[9] x[10] + x[6] x[9] x[10] + x[7] x[9] x[10]

F-wielomian Symanzika: problem Γ[0], twierdzenie Cheng-Wu
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I 2-loop: δ(1− v1 − v2), U(~v) = v3 + v1v2
brak dodatkowych ca lek MB from U

I 3-loop: δ(1− v1 − v2 − v3)

I ”ladder” - 2 dodatkowe ca lki MB 64-dim → 2-dim (!)
I ”mercedes” - 4 dodatowe ca lki MB

Aby otrzymać minimalny wymiar:

I 1-loop: U(~x) ≡ 1 gdziekolwiek możliwe

I 2- i 3-pȩtle: wyrażenie dla F nie rozwijane

F = F0 + U

N∑
i=1

xim
2
i

Drugi cz lon można rozszerzyć (generujac progi, bez potrzeby deformacji
konturu) lub nie (mniejsza wymiarowość kosztem gorszej zintegrowanej
zbieżności)
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Metoda AMFlow, η =∞ −→ η = 0+

analityczna kontynuacja (p lyw dodatkowej masy)

2. Prace Jan 27 2022 papers by Zhi-Feng Liu, Yan-Qin Ma and Xiao Liu:

https://inspirehep.net/literature/2020677, https://inspirehep.net/literature/2020676,

https://inspirehep.net/literature/2020880 and 1711.09572

https://inspirehep.net/literature/1639025.

Ĩ~ν(η) =

∫ ( L∏
i=1

dD`i
iπD/2

)
D̃−νK+1

K+1 · · · D̃−νNN

D̃ν1
1 · · · D̃νKK

.

D̃1 = `21 −m2 + iη

I~ν = lim
η→0+

Ĩ~ν(η)

i
∂

∂η

−→̃
J (η) = A(η)J̃(η)

Key point: warunki brzegowe przy η →∞ sa̧ ca lkami

pȩcherzykowymi (bubbles) pojedynczej skali masy,

rozwia̧zywanymi iteracyjnie .

https://inspirehep.net/literature/2020677
https://inspirehep.net/literature/2020676
https://inspirehep.net/literature/2020880
https://inspirehep.net/literature/1639025
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MIs dużej dok ladności z AMFlow, wyniki

I~ν =

∫ ( L∏
i=1

D`i

πD/2

)
D
−νK+1
K+1 · · · D−νNN

Dν11 · · · D
νK
K

, D1 = `
2
1 −m

2
+ 0

+

Î
~ν
′ (`

2
1) =

∫ ( L∏
i=2

D`i

πD/2

)
D
−νK+1
K+1 · · · D−νNN

Dν22 · · · D
νK
K

, I~ν = {Γ[...]}Î
~ν
′ (−m2

)

↑
L-loop

↑
(L-1)-loop

I[(e)] =− 2.073855510286740ε−2 − 7.812755312590133ε−1

− 17.25882864945875 + 717.6808845492140ε

+ 8190.876448160049ε2 + 78840.29598046500ε3

+ 566649.1116484678ε4 + 3901713.802716081ε5

+ 23702384.71086095ε6 + 14214293.68205112ε7,

10 orders in ε, 16-digit precision.

Such an exact boundary point can be transported by DiffExp to any
physical point.


